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A disciplina de Resisténcia dos Materiais Il é oferecida na 42 fase do curso de
Engenharia Civil da Unoesc. Esta disciplina ira fornecer conceitos importantes
que estao relacionados, predominantemente, as disciplinas que ainda serao
vistas na graduagao, relacionadas a analise estrutural e dimensionamento,
este Ultimo que pode ser madeira, aco ou concreto.

Aqui, na Resisténcia dos materiais Il, vamos proceder da seguinte forma:

- Inicialmente estudaremos dois métodos - Equacao dos trés momento e
Cross - para calculo de reacgoes de apoio e desenho de diagramas de
esforcos internos de vigas continuas hiperestaticas (emobra Crosss possa ser
utilizado para resolver outros tipos de modelos estruturais.

- Na sequéncia, vamos proceder com os estudos de Equacgoes da linha
elastica, com as quais é possivel obter expressdes que nos mostram o
comportamento da deformacdo de uma estrutura ou parte dela.

- Seguindo, passaremos calcular deformagdes em estruturas através do
Teorema de Castigliano.

- Por fim, estudaremos os conceitos relacionados ao assunto de flambagem
em barras.
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© Método de Cross
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Método de Cross
Conforme Sissekind (1987), considerando-se o n6 A da estrutura indicada

abaixo, submetido a um momento fletor M:

E
@ M
‘m ©) B
/
O
D, C
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Devido ao momento aplicado, aparecem nas extremidades das barras 1,2,3 e
4 os momentos indicados, de médulos iguais a:

My =K ¢ (1)
M= K3 - )
Ms=K5 ¢ (3)
My =K} - @ (4)

Por equilibrio de momentos no no, sabe-se que:
M = My + Mo + Mz + My (5)
Reescrevendo a expressao (5) utilizando (1), (2), (3) e (4):
M=K o+ K ¢+ K' 9 +K @ (6)
Evidenciando-se o giro @:
M= @(K{ + K3 + K3 4+ K7Y) 7)



O termo entre parénteses ¢ identificado como sendo a soma das rigidezes em
A de todas as barras concorrentes a este né, o qual pode ser escrito como:

Y K; (8)
Substituindo esse termo na equacao (7) anterior, tem-se:
M= o(Y_K) (9)
Reescrevendo (9) em fundagéo de ¢:

M
LK

Reescrevendo as expressoes (1), (2), (3) e (4):

¢

A
_ K
= M
YK
KA
M, =—2 .M (12)
LK
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K3

My = K M 14
U (14)

Generalizando o conceito observado nas equagdes (11), (12), (13) e (14),
tem-se:

”a barra genérica i recebera uma parcela Z—;{ do momento M aplicado no no”
j

KA
M=< M (15)
LK

Da expressao (15) conclui-se:

uma carga momento aplicada num no de uma estrutura indeslocavel ira se
distribuir entre as diversas barras concorrentes neste nd, segundo parcelas
proporcionais a rigidez, neste no, de cada uma destas barras.
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Ki -
A relagdo —;( indicada anteriormente pode ser denominada de coeficiente

de distribuigéol, desta forma:

0= (16)
Utilizando (16), reescreve-se (15):
Mi=d-M (17)

Os coeficientes de rigidez pode ser obtidos avaliando a imagem abaixo:

¥ L 71 ¥ L A
_4EI _3EI
K= L K= L
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Método da equacao dos 3 momentos

Observamos inicialmente uma viga com dois ou mais vaos, com todos os
apoios capazes de oferecer reagao vertical e carregamento apenas vertical
com apoios de segundo género nas extremidades.

L im  adllm L A
I AN 12 A2

A0 13 34

¥ * * +
L1 L2 L3

Observa-se 0 seguinte com relagdo as numeracoes:

- 0s vaos sao numerados da esquerda para a direita, a partir de 1, bem como
os respectivos vaos L e momentos de inércia / de suas secoes transversais;
- 0S apoios sdo numerados da esquerda para a direita, a partir de 0 (deste
modo, o nimero do Gltimo apoio coincidird com o do Gltimo vao);

- os momentos fletores desconhecidos (M;) receberao indices numéricos
iguais aos apoios correspondentes.
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Formulacao da solugao
Mostra-se abaixo dois vaos adjacentes ao apoio i, assim como a deformacgao
angular (rotagao) da se¢ao no encontro desses dois vaos vizinhos.

| Wi+l
m i

\

I

\

L. L,i+1

Ao separar os vaos i e i + 1, cada um deles é submetido as suas respectivas
cargas externas e momentos fletores nas suas extremidades, de modo que os
seus eixos deformados s&o iguais a linha elastica aquela da viga continua.
Assim, as rotacdes sobre 0 apoio i sdo iguais para os dois vaos.

Wi Wit
L L
[ | /.
(1T m
M,iC o /\;\Y\L/ Mi M }’ " i+l
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Assim, pode-se calcular as expressdes para a rotagdo separadamente para
cada um dos efeitos mostrado na imagem anterior: carga externa, momento
fletor na extremidade esquerda e momento fletor na extremidade direita. As
rotacdes podem ser expresas algebricamente usando-se o método das areas
dos diagramas de momentos fletores:

- Rotacoes do elemento /:

Rotacao causada pelas cargas no vao:

A,' - aj
fdir = ———— 18
¢/,d/r Li 'E. Ii ( )
Rotacado causada pelo momento M;_:
/ Mi_4-L
i gir = — 61- £ I,I (19)
Rotacao causada pelo momento M;:
" M;-L;
O; gir = _SITII, (20)
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- Rotacoes do elemento i+ 1:
Rotacdo causada pelas cargas no vao:

0 _Ait1bipq
1esq = L
RS iy E i
Rotacado causada pelo momento M;_1:
o _ Mi1-Lit

i+1,esq 6-E- /i+1
Rotacado causada pelo momento M;:

" o M,‘ . L,’+1

i+1,esq — 3.E. Ii+1

A partir do que ja foi exposto, pode-se escrever que:

q)l dir + q)/ ,dir + q)l dir — = Qit1 esq ¢/+1 ,esq + ¢I+1 ,esq
Substituindo (18), (19), (20), (21), (22), (23) em (24):

Aiai - Mi—1Li  MiL;  Aip1biyr MijpaLlipe  MiLig4

" LiEl;  6El;  3El  Liy1Eliyq = 6Ely | 3El4
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A expressao (25) pode ser reescrita como:
L (Li Li+i> Litq 6Aia;  B6Ai+1bit1

M 2 Ti+ lit1 MI+EMI'+1 T Ll Livth &8
A expressao (26) é conhecida como Equagdo dos 3 momentos, e deve ser
usada em numero de vezes n— 1, assim, tem-se tantas equagdes quantos
forem os momentos fletores desconhecidos nas se¢des correspondentes aos
apoios centrais da viga.
Para o caso particular em que todos os vaos possuem a mesma segao
transversal (e portanto 0 mesmo momento de inércia), a expressao (26) é
reescrita como:

B6A;a; BA; 1b‘ 1
LiMi—y +2(Li 4 Lip i )My + L1 My g = ——— — 2 (27)
L Lit
As parcelas que constam na direita da das expressoes (26) e (27) podem ser
escritas como:

6A,-a,-
o = 28
i L (28)
6A;1b;
BI—H _ i+1 Vi1 (29)
Lit
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Assim, as expressoes (26) e (27) podem ser reescritas como:

’Mi_1+2(’+ ’*’)Mi+’+‘Mf+1 _ % P (30)
li i ligq lit i g
LiMi—1 +2(Li+ Livi)M; + Liy 1 Miy = — 0t — Bjsq (31)

A seguir sdo apresentadas expressoes o, e 3 para 3 casos comuns de
carregamento.

[ [ o
DMF w,,,,///////////%%////////,’ DMF —-u,,,,,/////////////////////f DMF v,,//////////////////////////
a=B=% a=Pmn%+m1 a=B:g4Q

B = Pan1 L+n)
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Aplicagoes

Para se calcular os momentos fletores em todos os apoios de uma viga
continua, deve-se aplicar a equacao dos trés momentos em vaos
subsequentes dois a dois. O resultado é que o nimero total de aplicacoes é
igual ao nimero de vaos menos um. Por exemplo, para uma viga de 3 vaos:

mm T e | A e

A ,,4>,1 12 ,,4%2 13 3o

v ¥ v ¥
L1 L2 L3

4\ 1* aplicagdo MO Ml M2 4\

‘ conhecido ‘

4\ 2* aplicagao M1 M2 M3 4\

)

‘ conhecido ‘

Com as duas aplicagoes, fica-se com duas equagoes dos trés momentos,
uma para cada aplicagao e duas incégnitas (M; e M»), ja que My e M3 sao
previamente conhecidos.
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Viga com engaste nas extremidades
A imagem abaixo mostra uma viga que possui engaste nos apoios das
extremidades:

Neste tipo de situagao, o artificio € substituir o engaste por um vao ficticio ao
lado engastado:

(i Al

0 1 2 3 4
%3 I I I V
a7 L2 K L3 TLa

Para que ambas as vigas possuam deslocamentos e esforgos iguais, é
necessario que os vaos criados possuam uma grande rigidez (infinita,

teoricamente), impedindo a rotacio da se¢ao onde havia o:-engaste.



A grande rigidez, mencionada no slide anterior pode-se dar de duas formas:
aumentando o produto El ou reduzindo-se o comprimento do elemento.

Para exemplificar o mencionado acima, observa-se os dois diagramas de
momento fletor que seguem. O procedimento adotado foi adotar valores
grandes para o produto El dos vaos tedricos criados, sendo:

- para a viga original (superior): El = 26.666,66 kNm?;

- para a viga teérica (inferior): para os vao internos El = 26.666,66 kNm?, para
os vaos ficticios El = 6,569 kNm?

15.0 15.0 15.0 15.0

15.0 15.0 15.0 150

Evandro Paulo Folletto (Unoesc) 10132 - Resisténcia dos materiais Il 2019 1/1



© Equacio da linha elastica
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Como ja visto na disciplina de Resisténcia do Materiais |, uma viga prismatica,
submetida a flexao pura, é flexionada em um arco de circunferéncia e que,
dentro do regime elastico, a curvatura é expressar por:

1 M 5

ST Ed (32)
Quando uma viga é submetida a um carregamento transversal, a expressao
(32) permanece valida para qualquer secao transversal, desde que se aplique
o principio de Saint-Venant. No entanto, o momento fletor e a curvatura da
superficie neutra variam de uma secao para outra. Chamando de x a

distancia da secao a partir da extremidade esquerda da viga, escreve-se:
1 M(x)

pE-I
Para determinar a declividade e a deflexdo de vigas em um determinado
ponto, inicialmente é necessério deduzir a equacgao diferencial de segunda
ordem, dada a seguir, que governa a linha elastica e caracteriza a forma da

viga deformada:

(33)

Py  M(x)
-7 _ 4
dx? E-I (34)
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O produto E/ ¢é arigidez a flexao, sendo a segao transversal constante ao
longo da viga e multiplicando os dois lados por El e integrando em x:

ay X

El-— = M(x)dx+ C 35

ax J (x) 1 (35)
Onde C; é uma constante de integragdo. Chamando de ¢(x) o angulo,
medido em radianos, que a tangente com a linha elastica em Q forma com a
horizontal:

e lembrando que esse angulo é muito pequeno, tem-se:

dy
— =199 ~ 0(x) (36)
ax
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Considerando a expressao (36), pode-se reescrever (35):
X
El-0(x) = / M(x)dx + Cy (37)
0

Integrando os membros da expressao (37), tem-se:

EI-y:/O |:/0 M(X)dX+C1:|dX+Cg (38)

X X
El-y:/ dx/ M(x)dx+ Cix+ C (39)
0 0

Onde C» é uma segunda constante de integragao.

As constantes Cy e C, sao determinadas pelas condi¢gdes de contorno, ou,
mais precisamente, pelas condigdes impostas a viga pelos seus apoios.
As imagens que seguem mostram as condi¢des de contorno para algumas
vigas isostaticas.

Evandro Paulo Folletto (Unoesc) 10132 - Resisténcia dos materiais Il 2019 1/1



Para a viga abaixo: ya=0e yg =0

Yy

TTTTTTTTTTL
fffff ’S

Para a viga abaixo: ys=0e yg =0

1y
|

§

Para a viga abaixo: y4a=0e0,=0
y
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Vigas hiperestaticas (estaticamente indeterminadas)
A imagem abaixo mostra uma viga que possui:
- numero de incognitas:

— (HA, VA, MA, VB)
- numero de equacoes:
83— (LF, XF, M)

Entdo, tem-se 4 - 3 = 1, ou seja, grau de indeterminagcdo um ou um grau de
hiperestaticidade.

gumuu HHHHH
3 T H/TQTVA TVB

¥ A
v
L A
L

As reacdes deste problema estaticamente inderminado podem ser obtidas se
forem consideradas as deformacgdes na estrutura. Assim, deve-se proceder a
determinagéo das flechas e declividades ao longo da viga:
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6 Caélculo de deformagdes via métodos energéticos
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Trabalho de uma forca e trabalho de um momento
Conforme Hibbeler (2004), na mecanica, uma forga realiza trabalho quando
sofre um deslocamento na mesma direcao dela.

F A B
)

Se a forga € constante, o trabalho W é expresso por:
W=F-d (40)

O trabalho é positivo quando a forga e o deslocamento estao na mesma
direcao, e negativo quando contrario.
O mesmo serve para um momento M e um deslocamento angular 6:

W=M-0 (41)

—9_

M
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A imagem abaixo mostra uma barra com segao transversal constante,
submetida a uma carga P que cresce lentamente:

. 5
L v
A L 71
B C
|—>»P
3 3 v
A L e

Chamando de x o alongamento da barra, pode-se desenhar o diagrama:

AP

o
2 4
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O trabalho elementar dU feito pela forga P a medida que a barra se alonga de
um pequeno valor dx é igual ao produto da intensidade P pelo pequeno
alongamento dx:

dU = P-dx (42)

O trabalho total U feito pela forca enquanto a barra sobre a deformacéo x; é:
X4
U= / P dx (43)
0
O trabalho feito pela forga P enquanto ela é aplicada lentamente a barra deve
resultar no aumento de algum tipo de energia associada a deformagao da
barra. Essa energia é conhecida como energia de deformagao da barra:
X4
U= / P dx (44)
0
O trabalho e a energia de deformacao devem ser expressos em medidas

obtidas multiplicando-se unidades de comprimento por unidades de forgca. No
sistema internacional (N - m), que é chamada de Joule (J).
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A imagem abaixo mostra uma relagao forga-deformacao linear:

AP

Pi

0)

ol 4

Neste caso, a parte do diagrama forgca-deformacao envolvida pode ser
representada por uma linha reta cuja equagao é P = kx. Substituindo P na
expressao (44):
X1 1
U:/ kx-dx = - -k-x? (45)
0 2

sendo k = P /xy, reescreve-se (45):

1
U= §P1 - X1 (46)
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Energia de deformacao - tensao normal
A imagem abaixo mostra um elemento submetido a uma tensdo normal:

Gz

[ A

dz

dz z 17| dAz
J

dx
dy y Sdx

A forga criada nas faces € dada por:
dF,=06,-dA=0,-dx-dy (47)

Se a forga for aplicada gradualmente de zero até dF, o elemento sofrera um
deslocamento:
dA,=¢,-dz (48)

Assim, o trabalho dU; fica dado por:
1
au; = 5 dF,-dA, (49)



A expressao (49) pode ser reescrita utilizando (47) e (48):
U, = % (G, - dx-dy) - (&, d2) (50)
Sendo o volume do elemento dado por:
dV=dx-dy-dz (51)
A expressao (50) pode ser reescrita:
dU;:%-Gz-az-dV (52)

Em geral, se o corpo estiver submetido apenas a uma tensao normal ¢, a
energia de deformacao nele armazenada sera:

U= / —dV (53)

Sendo a lei de Hooke vélida (c = E - €), reescreve-se (53):

62
= ——dV 54
U /VZE (54)
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Energia de deformacao - tensao de cisalhamento
A imagem abaixo mostra um elemento submetido a tensdo de cisalhamento:

o wd

Y

dz

dx dx
dy | dy

A forca criada na face superior € dada por:
dF =1-dA=1-(dx-dy) (55)

Nota-se que a for¢a que atua na face superior desloca a mesma em relagao a
inferior. Para pequenos deslocamentos:

dA, =v-dz (56)

Assim, a energia de deformagao armazenada é:

]
dUs = -dF -dA, (57)
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A expressao (57) pode ser reescrita utilizando (55) e (56):
;= 5[5+ (ax-ay)]- () 58)
Sendo o volume do elemento dado por:
dV =dx-dy-dz (59)
A expressao (58) pode ser reescrita:
dU,-:%-t‘y‘dV (60)

Integrando em todo o volume do corpo para obter a energia de deformacgao
nele armazenada, tem-se:

U= / —de (61)
v
Sendo a lei de Hooke vdlida (Y = t/G), reescreve-se (61):
U = / —dv (62)



Energia de deformacao - carga axial
Relembrando a expresséo (54):

2

c

U= | —=adV
’ /V 2-E
Considerando que a tensao causada por uma carga axial é dada por:

N

c=—

A

A expressao (54) pode ser reescrita:

U= / N/A)2

Sendo dV dado por:
dV =A-dx

Reescrevendo a expressao (64):

L N2
U = d
’ /o 2. E-AY
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Energia de deformacao - momento fletor
Relembrando a expresséo (54):

02

U= | —dV
ve-E
Considerando que a tensao causada por um momento fletor é dada por
M-y

o
/

A expressao (54) pode ser reescrita:

MZ' 2
u:/ Y_av
"4

2-E-P2
Sendo dV dado na expressao (65), pode-se reescrever (68):

L M2
u:/ -/ﬁw dx
0 2-E-I

Sabendo que /= [ y2dA, reescreve-se (69):

2

L
U,' = ax
Asz
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Energia de deformacao - esfor¢co cortante
Considerando que a tensao causada por um esforco cortante é dada por:

V-Q
T=—— 71
. (71)
A expressao (62) pode ser reescrita:
Ve @?
U= | ———=dV 72
’ /vz-G-IZ-t2 (72)

Sendo dV dado na expressao (65), pode-se reescrever (72):

L V2 QZ

Sabendo que:

2
fe = g-/%dA (74)
A expressao (73) pode ser reescrita:
L V2
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Energia de deformacao - esforco de torcao
Relembrando a expresséo (62):

’52
U= | —=adVv
' /V 2.-G
Considerando que a tensao causada por um esforco de torgcao é dada por:
T-p
7 (76)
A expressao (62) pode ser reescrita:
T2 . p2
U= av 77
1 v 2 . G . J2 ( )

Sendo dV dado na expressao (65), pode-se reescrever (77):

L T2 5

A expressao (78) pode ser reescrita:
T2

L
U,':/ ax (79)
0 2:-G-J




Energia de deformacao - caso geral

Reunindo todas as expressoes para a energia de deformacéo dos esforcos

axial, cortante, momento fletor e momento torgor:
L N2
U= —dx fs-
' /0 2EA +/

U; - energia de deformacao da barra i;
N,V M, T - esforcos normal, cortante, momento fletor e momento torgor;

Onde:

A - area de secdo transversal,
E - modulo de elasticidade longitudinal;

G - moédulo de elasticidade transversal;
I - momento de inércia;

J - momento polar de inércia;
L - comprimento da barra;

fs - fator de forma, dados por:

dx+/ 2Eldx+/ —ZGde

Secao

retangular

circular

tubo fino

perfil caixa ou |

fs

6/5

10/9

2

A/Aalma
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Trabalho e energia sob varias cargas

Os textos que seguem sao baseados em Beer et al. (2013).

Considere uma viga elastica AB submetida a duas forgas concentradas P; e
P,. A energia de deformacao da viga é igual ao trabalho de P; e P> quando
sdo aplicadas lentamente a viga em C; e C,, respectivamente.

A — — — B
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Considerando que somente P; é aplicada na viga:

A — — — e B

Os pontos Cy e C, se deslocam proporcionalmente a forga P;. Chamando de
X11 € Xo1 essas deflexoes:
X11 = 01 - Py (81)
Xo1 = Olo1 - P (82)
Em que o1 e 021 sdo os coeficientes de influéncia. Essas constantes

representam as deflexdes de C; e Co, respectivamente, quando uma forga
unitaria é aplicada em C;.
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Considerando que somente P, é aplicada na viga:
A — B

Os pontos Cy e C» se deslocam proporcionalmente a forga P.. Chamando de
X12 € Xoo €Ssas deflexdes:
Xi2 = Oly2 - Po (83)
Xop = Qg2+ P2 (84)
Em que oi12 € 0o s@o os coeficientes de influéncia representando as
deflexoes de C; e Co, respectivamente, quando uma forca unitaria é aplicada
em Co.
Aplicando o principio da superposicdo dos efeitos, expressa-se as deflexées
X1 € xo de Cy e Co quando ambas as forcas sao aplicadas:

X1 =Xy1+ X2 =041 - Pr+ay2- P (85)

X2 = X1 + Xo2 = Olp1 - Py + 02 - P (86)
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Para calcular o trabalho, considera-se aplicada apenas P; inicialmente:

O trabalho da carga P; fica dado por:
1 1 1
Py X = — Py (- Py) = — - Olyq - P?
> 1 X11 5 1(11 1) 5 11 ° 4
A carga P, nao executa trabalho pois a mesma, ainda, nao foi aplicada.
Ao aplicar lentamente a carga P> em Co:

O trabalho de P, é expresso como:

1 1 1
e PoXoo = — - Po (oo Po) = — - Olon - P2
> 2 Xo2 5 2(22 2) 5 22 Fo
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Quando P» é aplicada lentamente em Cs, o ponto de aplicagao de P; move-se
um valor de xq», de C§ a Cy, e aforca P; realiza trabalho. Como P, é aplicada
durante todo esse deslocamento, seu trabalho é igual a Py - xq2:

Pi-xi2 =Py (042 P2) = Q12 Py - Py (89)

Somando as expressoes obtidas (87), (88) e (89), expressa-se a energia de
deformacao da viga quando atuam nela as forcas P; e Ps:

_1 2 >
U—2-(OC11-P1—|—2'OC12-P1'P2+0522'P2) (90)

Pode-se demonstrar que Oti2 = Q1.
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Teorema de Castigliano
Conforme visto, a expressao obtida para a energia de deformacgéo (90) de
uma estrutura elastica submetida a duas forgas P; e P, é dada por:

1
U:E'(Otﬁ'P$+2-O(12-P1-P2—|—(122-P§)

Derivando ambos 0os membros da expressao (90) em relagao a P;:

ou

=— =041 Py +042- P =X 91

9P, 11 P14+ 042 P 1 (91)
Derivando ambos os membros da expressao (90) em relacao a Po:

ou

= =012 Py + 0z Po = X 92

9P, 12 P1+ 02 P2 2 (92)

De um modo mais geral, se uma estrutura elastica € submetida a n cargas Py,
Ps, ..., P, a deformag&o x; do ponto de aplicagdo de P;, pode ser expressa
como a derivada parcial da energia de deformacéao da estrutura em relagao a
forca P;. Escreve-se:
U
= 3P
Que é conhecido como Teorema de Castigliano.

Xj (93)



Relembrando a expressao (41):
W=M-06

em que 6 é o angulo de rotagao no ponto em que o momento € aplicado
lentamente. Observa-se que o teorema de Castigliano pode ser usado para
determinar a inclinagido de uma viga no ponto de aplicagdo do momento M;.

Tem-se:
U

oM
De maneira similar, o &ngulo de torgao ¢; em uma se¢do de um eixo em que a

torgao T; é aplicada lentamente € obtido derivando-se a energia de
deformacao do eixo em relagao a T;:

0; (94)

v

0 = aT, (95)

Evandro Paulo Folletto (Unoesc) 10132 - Resisténcia dos materiais Il 2019 1/1



Calculo de deflexdes pelo Teorema de Castigliano

O calculo da deflexao x; pelo Teorema de Castigliano é simplifcado se a
derivada em relagéo a forga P; é feita antes da integrac&o ou soma. Para uma
viga, por exemplo:

LU _ [tMom (96)
77 op Jo ElOP;
Generalizando-se, entao, tem-se:
o L'N aNdH L V oV +/LM8M LT aTdX (97)
" Jo EAOP 0 GAaP EldP, o GJOP

As variaveis que aparecem na expressao (97) ja foram identificadas em (80).
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Flambagem - conceituacao

A flambagem consiste na deformacao de uma pecga, causada por uma for¢a
de compressao axial. Como consequéncia, o elemento pode perder sua
estabilidade (sofrer um colapso) sem que o material atinja o limite de
escoamento.

Este colapso sempre ocorrera na diregao do eixo de menor momento de
inércia de sua secao transversal.

7 KT ]
\[N
NN
NN
\
! \
Fhvo __ _
A \
1 |
1 |
L N . ‘
I |
]! /
1|/ / .
/ eixo de menor
‘ / momento de inércia
U
i
/N7
L J

7
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Flambagem - carga critica

A flambagem somente ira ocorrer caso a carga axial P que esta atuando
sobre o elemento for maior que uma determinada carga limite, chamada carga
critica, ou seja:

Se P > P, — ocorre a flambagem

Euler (1707 - 1783) foi o primeiro a estudar o fenbmeno da flambagem, e
determinou a féormula da carga critica nas pecas carregadas axialmente:

n-E-A
Pcrzixz

Onde:

P, - carga critica de flambagem;

E - moédulo de elasticidade longitudinal;
A - area de secao transversal,

A - indice de esbeltez.
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Flambagem - indice de esbeltez
O indice de esbeltez mede a dificuldade que um elemento tem de flambar e é
definido como sendo a relagao entre o comprimento de flambagem (/f) e o raio
de giracao (R) da secao transversal do elemento. Este indice é dado por:
I

A= 5 (99)
Onde:
A - indice de esbeltez;
I - comprimento de flambagem;
R - raio de giragao.
O raio de giracao é dado por:

I.
R=4/"" (100)
A

Através da expressao da carga critica, pode-se verificar que quanto maior o
indice de esbeltez, menor o valor da carga critica, logo, maior é a
possibilidade de ocorrer a flambagem.
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A expressao (99) pode ser reescrita utilizando a expressao do raio de giragao
(100):

/
A= —~ (101)
Imin
A
Fazendo A?, tem-se: , ,
I I£-A
2 f f
= = 102
* 2 /min ( 0 )
A
Reescrevendo a expressao (98):
MW-E-A T-E-Alppn T-E-ly,
= - — > min — S min (103)
IF-A IF-A lh
Imin
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Comprimento de flambagem

O comprimento de flambagem (/) é obtido em funcao do tipo de vinculagao

existente em suas extremidades.

Tipos de vinculagao |
(a forma flambada ¢ bl
mostrada pela linha | \
tracejada) / \

If 0,5-L 0,7-L

2:-L
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